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/ Ocena ryzyka \

jakosciowa iloSsciowa
(wynik w skali typu: b. wysokie, (wynik przedstawiony liczbowo)
wysokie, umiarkowane, niskie itd. / ‘
podejscie deterministyczne podejscie stochastyczne
model matematyczny jednoznacznie na (probq b|||sfyczne)

wejsciu przypisuje danemu zdarzeniu

konkrefny stan. Obeijje przypisanie Tunkcjli gestoscl

prawdopodobienstwa roznym
sktadnikom majgcym wptyw na ryzyko,
a nastepnie wykonanie symulacii
Wszystkie parametry (elementy) modelu Monte Carlo lub innych obliczeh w celu
sg znane lub zatozone oceny prawdopodobienstwa, ze
zaistnieje pewne zdarzenie. Wskazuje
na mozliwe zakresy wartosci zmiennych
w postaci rozktadow
prawdopodobienstwa.

Opis modelu nie zawiera zadnego
elementu losowosci.



Modelowanie matematyczne

Przyktadowe zastosowania modeli:

Przewidywanie bezpieczenstwa - modele pozwalajg np. na ocene ryzyka
wzrostu lub przezycia patogendw w okreslonym czasie przechowywania;

Kontrola jakosci - mogqg wskaza¢ warunki w jakich mozliwy jest rozw jlub
przezywanie patogendw, mogqg pomagac w ustalaniu kryteriow dla
krytycznych punktdw kontfrolnych oraz pozwalajg na ocene konsekwenciji
mikrobiologicznych przekroczenia kryteriow;

Opracowanie nowych produktow - mozliwe jest szybkie sprawdzenie
konsekwencji zmiany sktadu produktu;

Edukacja - modele utatwiajg wyjasnienie dziatania wielu uktadow,
zachowania np. patogendw osobom, ktdre nie znajqg tej tematki;

Andliza danych i planowanie badan laboratoryjnych - modelowanie staje sie
rutynowym narzedziem opisu i analizy danych, pozwala wskazac wtasciwe
miejsca i okresy pobierania probek co oszczedza czas i pienigdze;

Ocenaryzyka — np. okreslenie prawdopodobienstwa wywotania
zachorowania przez dany produkt spozywczy; 3



Modelowanie matematyczne

Podstawowe pojecia:

« Rozktad prawdopodobienstwa
 |teracja

« Model matematyczny

« Metoda Monte Carlo

« Symulacja
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Rozklad prawdopodobienstwa

— rozpisane prawdopodobienstwa poszczegolnych zdarzen elementarnych, ktére
razem tworzqg przestrzen zdarzen elementarnych i ktérych suma prawdopodobienstw
wynosi 1.
Przykiad

Dla rzutu kostkg, przestrzen zdarzen elementarnych sktada sie z szeSciu zdarzen
elementarnych:

Q = {1,2,3,4,5,6}
0O=6

Zaktadajgc, ze kostka jest idealnie symetryczna, prawdopodobienstwo kazdego
zdarzenia elementarnego jest takie samo i wynosi:

Rozktad prawdopodobienstwa mozemy zapisac w tabeli:

o | 1 2 | 3 | 4 | 5 | 6
1 1

P(w)

o

N~ BN
| — FéS
IR U1
|

| -



Rozklad prawdopodobienstwa - cd.

Przykiad - cd.
Suma prawdopodobienstw wszystkich zdarzen elementarnych musi wynosic 1:
P(wy) + P(w,) + P(w3) + P(wy) + P(ws) + P(wg) =1
1 1 1 1 1 1

- — _ _ _ — =1
6+6+6+6+6+6

6—1
.=

SCHEMAT KLASYCINY - rozktad prawdopodobienstwa, w  kidorym
prawdopodobienstwo kazdego zdarzenia jest takie samo (zdarzenia sq
jednakowo prawdopodobne).



Rozklad prawdopodobienstwa - cd.

Przykiad
Dany jest rozktad prawdopodobienstwa dla rzutu niesymetryczng kostkq:

o | 1 2 | 3 | 4 | 5 | 6
1 1 1 1
il I

[

P
() 12 12 6

Wl =
SR O

PRAWDOPODOBIENSTWO ZDARZENIA LOSOWEGO jest sumqg prawdopodobiehstw

wszystkich zdarzen elementarnych, ktore je spetniqjq.



Rozklad prawdopodobienstwa - cd.

P(w)

W =
N

12 12 12

Przyktad

Dla podanego rozktadu prawdopodobienstwa obliczymy
prawdopodobienstwo zdarzenia losowego A, polegajgcego na wyrzuceniu
nieparzystej liczby oczek.

P(A4) = P(w1) + P(w3) + P(ws)

paylpl L 4,3, 1 8 2
3412 12 12 12 12 3



Rozklad prawdopodobienstwa - cd.

Wybrane rozktady gestosci
prawdopodobienstwa:

Jix) fn(x) = rozktad normalny,

/ f(x) felx) —rozktad wyktadniczy,

fr(x) —rozktad jednostajny,
./ F1(x) —rozktad trojkgtny,

fp(x)- rozktad delty Diraca dla
zmiennej pewne.

JSlx)

< s

Julx)

JAx)

e

¥y =

10



Oszacowanie funkcji rozkladu prawdopodobienstwa

dla wyniku

* 20 rzutow symetryczna moneta (orzet = sukces)

« zbadania 20 losowo pobranych probek z populacji dzikow,
w ktorej co drugi jest zakazony ASF (probka dodatnia = sukces)

za pomoca symulacji o roznej liczbie iteracji
z uzyciem metody Monte Carlo

(oprogramowanie @RISK)



Rozklad dwumianowy

Parametry rozktadu:

- prawdopodobienstwo ,,sukcesu’: 0,5

- liczba niezaleznych prob: 20

12



e(Oszacowanie z uzyciem 1 iteracji:

WYy...
13,000
5 Y 5,
1,0 7 r 3
0,8 -
0,6 -
0,4 -
0,2 -
0,0 L] L] 1
LN o LN o LN (@] LN
— ~ ~ ) i) < <
i i i | | Lo | i

Otrzymano 13 sukceséw (sSrednia: 13).

= WYyhik

Minimum 13,00
Maximum 13,00
Mean 13,00
Std Dev N/A
Values 1



e(Oszacowanie z uzyciem 2 iteracji:

WYy...
7,000 10,000
0,9 -
0,8 -
0,7 1
0,6 -
. wynik
0,5 1 Minimum 7,00
Maximum 10,00
0,4 - Mean 8,50
Std Dev 2,12
0,31 Values 2
0,2 1
0,1 1
0,0
LN o LN o LN o LN o LN
o) N N °e) 2] o o o o
i i

Otrzymano raz 10 a raz 7 sukcesow (Srednia: 8,5).



e(Oszacowanie z uzyciem 3 iteracji:

WY...
5,00 11,00
5, 5,
0,7 -
0,6 -
0,5 1
m \WYhik
0,4 Minimum 5,00
Maximum 11,00
Mean 9,00
0,31 Std Dev 3,46
Values 3
0,2 -
0,1 -
0,0 s
< To! Vo) ™~ co o o — o\
i i i

Otrzymano dwa razy 11 i raz 5 sukceséw (Srednia: 9).



e(Oszacowanie z uzyciem 5 iteracji:

WY...
8,00 15,00
5,... 5,
0,45 -
0,40 -
0,35 -
0,30 -
m \WYhik
0,25 - Minimum 8,00
Maximum 15,00
0.20 - Mean 10,40
! Std Dev 2,79
Values 5
0,15 1
0,10 -
0,05 -
0,00
~N 0 o)) o — o~ ™M < LN Vo)
i i i i i i i

Otrzymano raz 8, raz 11, raz 15 i dwa razy 9 sukcesow (srednia: 10,4).



e(Oszacowanie z uzyciem 10 iteracji:

WYy...
6,00 14,00
5, 5,...
0,25 -
0,20 -
0,15 1 m— WYNik
Minimum 6,00
Maximum 14,00
Mean 10,00
0,10 A Std Dev 2,40
Values 10
0,05 -
0,00
To) Vo) ~N 0 (o) o — o ™M < LN
i i i i i i

Otrzymano jedenraz 6,7, 11i 14 orazdwarazy 9, 10i 12 sukcesow
(Srednia: 10,0).



e(Oszacowanie z uzyciem 20 iteracji:

6,00 13,00
0,25 1
0,20 1
0,15 1
0,10 1
0,05 - ’
/
/
/
/
/
/
0,00 /
T © N 0 o o — ~N ™ < LN
i i i i i i

m \WYhik

Minimum 6,00
Maximum 14,00
Mean 10,10
Std Dev 2,13
Values 20

Otrzymano jedenraz 6, 7i14, dwarazy 12i 13, trzy razy 8, 9, 10 oraz

cztery razy 11 sukcesoéw (Srednia: 10,1).



e(Oszacowanie z uzyciem 50 iteracji:

WY...
6,00 14,00
5, T
0,20
0,18 -
0,16 -
0,14 1
0,12 - m— WyNik
Minimum 5,00
0,10 - Maximum 15,00
Mean 10,00
0,08 - Std Dev 2,24
Values 50
0,06 -
0,04 -
0,02 - \ :
: :
0,00 ) /
< Vo) fe'e) o ~ < (o)
i i i i

Otrzymano jedenraz 5i 15, dwa razy 6i 14, cztery razy 7 i 13, piec razy 8,
szesC razy 12, siedem razy 11 oraz dziewiec€ razy 9i 10 sukcesow
(Srednia: 10,0).



e(Oszacowanie z uzyciem 100 iteracji:

WY...
6,00 14,00
0,20 -
0,18 -
0,16 -
0,14 1
0,12 - m— WyNik
Minimum 5,00
0,10 - Maximum 16,00
Mean 10,00
0,08 - Std Dev 2,26
Values 100
0,06 -
0,04 -
0,02 - A
\ / ’
0,00 : ’ ’
< o) co o o < Vo) 0
i i i i i

Srednia otrzymanych sukceséw: 10,0.



e(Oszacowanie z uzyciem 300 iteracji:

6,00 13,00
0,18
0,16 -
0,14 -
0,12 1
m \WYhik
0,10 - Minimum 4,00
Maximum 16,00
0.08 - Mean 9,87
! Std Dev 2,23
Values 300
0,06
0,04 -
/
0,02 1 ) iy
: P
0,00 y R
~ < © (o'} o ~ <+ O 0
i i i i i

Srednia otrzymanych sukceséw: 9,9.



e(Oszacowanie z uzyciem 1000 iteracji:

6,00 14,00
0,18
0,16 -
0,14 -
0,12 1
m \WYhik
0,10 - Minimum 3,00
Maximum 17,00
0.08 - Mean 10,00
! Std Dev 2,24
Values 1000
0,06
0,04 -
0,02 T X »
\ /
0,00 - A
~ < O [o'e} o ~ < O (o'}
i i i i i

Srednia otrzymanych sukceséw: 10,0.



e(Oszacowanie z uzyciem 5000 iteracji:

0,18 ;
0,16 1
0,14 1
0,12 1
0,10 1
0,08 1
0,06 -
0,04 -

0,02 -

0,00

WY...
6,00 14,00

\ i
N L/ —
< ©© oo o 9N vy o @ o©
L = I . B = . - I, . I o |

Srednia otrzymanych sukceséw: 10,0.

m \WYhik

Minimum 2,00
Maximum 19,00
Mean 10,00
Std Dev 2,24
Values 5000



e(Oszacowanie z uzyciem 10 000 iteracji:

6,00 14,00
0,18
0,16 A
0,14
0,12
= \WYynik
0,10 A1 Minimum 2,00
Maximum 18,00
0.08 - Mean 10,00
! Std Dev 2,24
Values 10000
0,06 A
0,04 -
0,02 b N )
- -
0,00 T - ;1
o ~ < © (o'} o ~ < O (o'} o
i i i i - N

Srednia otrzymanych sukceséw: 10,0.



Symulacja

- przyblizone odtwarzanie zjawiska lub zachowania
danego obiekitu za pomocqg jego modelu.

Szczegdlnym rodzajem modelu jest model matematyczny,
czesto zapisany w postaci programu komputerowego.

/astosowanie symulacii:
» kazda dziedzina nauki i techniki
« cele wojskowe
* rozrywka, np. w grach komputerowych

25



Modelowanie matematyczne

- uzycie jezyka matematyki do opisania zachowania jakiego$ uktadu
(np. biologicznego, ekonomicznego, termodynamicznego).

Model matematyczny opisuje dany uktad za pomocqg zmiennych. Wartosci
zmiennych mogqg naleze¢ do rdoznych zbiorow: liczb rzeczywistych, catkowitych,
wartosci logicznych, ciggdw znakowych itp.

Imienne reprezentujg pewne wtasciwosci uktadu, np. zmierzone wartosci wyjsc
uktadu, wartosci licznikow, wystgpienia zdarzen (tak/nie) itp.

Wtasciwy model to grupa funkcji wigzgcych ze sobg rézne zmienne
I W fen sposdb opisujgcych powigzania miedzy wielkosciami w uktadzie.

Np.: przebyta droga [km] / czas [h] = srednia predkos¢ [km/h]

26



Modelowanie matematyczne - cd.

Wiedza a priori
"czarne skrzynki" (ang. black-box) i "biate skrzynki" (ang. white-box)

Zlozonosé

"biatoskrzynkowy" model uktadu a koszt obliczeniowy i margines btedu catego
modelu

Ocena modelu
Jak okreslic, czy model dobrze opisuje rzeczywisty uktade

Jak okreslic, czy uzyty zestaw pomiardow jest reprezentatywny dla wszystkich
mozliwych sytuacjie

Czy model dobrze opisuje wtasnosci uktadu dla danych pomiedzy punktami
pomiarowymi (interpolacja)¢

Czy model dobrze opisuje zdarzenia spoza przedziatu pomiarow (ekstrapolacja) 2

27



symulacja

z

Symulacja komputerowa

wykorzystaniem modelu

w postaci programu komputerowego.

matematycznego,

zapisanego

Przydatnos$¢: m.in. systemy ztozone i trudnosci w wyznaczeniu analitycznego rozwigzania

Przyktad:

1Ia7 T B
g

1w 140 R 14" T

O L L T L R T TR ey

T -
In 1 AR 30 RE MO SR 4O BRI IR 120 AR 40 IR0 RO TR CHO IRE E00 270

dlix

4 21 M

Symulacja 48 godzin tajfunu Mawar (2005)
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Symulacja komputerowa - cd.

Rodzaje
—ze wzgledu na:

« przewidywalnos¢ zdarzen

o stochastyczne - korzystajg z generatora liczb pseudolosowych lub (bardzo rzadko) losowych (szczegdlnie
popularna jest metoda Monte Carlo)

o deterministyczne — wynik jest powtarzalny i zalezy tylko od danych wejsciowych i ewentualnych interakcji ze
Swiatem zewnetrznym

«  sposob uptywu czasu

o z czasem ciggltym — czas zwieksza sie statymi przyrostami, jak w symulacji z czasem dyskretnym, lecz wartosci
probek sygnatéw sq interpolowane dla chwil posrednich pomiedzy momentami odczytu

o z czasem dyskretnym — czas zwieksza sie statymi przyrostami, a krok czasowy dobiera sie optymalnie ze
wzgledu na ,,zasobozernosc” systemu, jego wydajnosc¢ i charakter symulowanego obiektu i/lub zjawiska (np.

mikrosekundy w obwodach elektrycznychimiliony lat przy symulacji ewolucji gwiazd)

o symulacja zdarzen dyskretnych — czas zwieksza sie skokowo, ale jego przyrosty sg zmienne (wazniejsza jest
tu sekwencjazdarzen nizrzeczywisty lub wirtualny uptyw czasu)

« forme danych wyjsciowych

o statyczne — wynikiemjest zbidr danych, statyczny obrazitp.

o dynamiczne — wynikiem jest proces przebiegajgcy w czasie np. animacja
« interaktywne —reagujg na sygnaty ze $wiata zewnetrznego np. operatora
* nieinteraktywne

« liczbe uzytych komputerow

o lokalne - przetwarzanie odbywasie na pojedynczym komputerze

o rozproszone - przetwarzanie odbywa sie w wielu komputerach potgczonych w sieci (lokalnej lub
zewnetrznej) 2



Symulacja komputerowa - cd.

Rodzaje
—ze wzgledu na:

« przewidywalnosé zdarzen

o stochastyczne - korzystajg z generatora liczb pseudolosowych lub (bardzo rzadko) losowych (szczegdlnie
popularna jest metoda Monte Carlo)

o deterministyczne — wynik jest powtarzalny i zalezy tylko od danych wejsciowych i ewentualnych interakcji ze
Swiatem zewnetrznym

«  sposob uptywu czasu

o z czasem ciqgtym — czas zwieksza sie statymi przyrostami, jak w symulagcji z czasem dyskretnym, lecz wartosci
probek sygnatdow sqg interpolowane dla chwil posrednich pomiedzy momentami odczytu

o 1z czasem dyskreinym - czas zwieksza sie statymi przyrostami, a krok czasowy dobiera sie optymalnie ze
wzgledu na ,zasobozernos$e” systemu, jego wydajnos¢ i charakter symulowanego obiektu i/lub zjawiska (np.
mikrosekundy w obwodach elekirycznych i miliony lat przy symulaciji ewolucji gwiazd)

o symulacja zdarzen dyskretnych — czas zwieksza sie skokowo, ale jego przyrosty sg zmienne (wazniejsza jest
tu sekwencjazdarzen nizrzeczywisty lub wirtualny uptyw czasu)

« forme danych wyjsciowych

o statyczne - wynikiem jest zbidr danych, statyczny obrazitp.

o dynamiczne — wynikiem jest proces przebiegajgcy w czasie np. animacja
» inferaktywne —reagujg na sygnaty ze Swiata zewnetrznego np. operatora
* nieinteraktywne

« liczbe uzytych komputerow

o lokalne - przetwarzanie odbywa sie na pojedynczym komputerze

o rozproszone - przetwarzanie odbywa sie w wielu komputerach potgczonych w sieci (lokalnej lub
zewnetrznej)



Symulacja komputerowa - cd.

Narzedzia

* jezyk programowania GPSS
« Crystal Ball

@Risk

«  Arena

« SciLab

«  ModSim (oparty na Microsoft Visual C++)
« R

 Python

* inne jezyki programowania

» arkusz kalkulacyjny

,,,,,,
....
/ (it i



Symulacja komputerowa - cd.

Wybrane zastosowania

. symulatory statkdw powietrznych, okretow podwodnych, czotgow itp.

. w ekonomiii biznesie

systemy kolejkowe

zarzgdzanie zapasami

wycena instrumentdéw pochodnych

O O O O

ocena projektdow inwestycyjnych

. w naukach spotecznych
o Dynamiczna teoria wptywu spotecznego Nowaka-Latane
o prognozowanie podziatu miejsc w parlamencie

o dynamika populacji

. nauki przyrodnicze
o meteorologia - prognozy pogody
o ocena ryzyka wprowadzeniai analiza rozprzestrzeniania sie wirusow itp.

. w naukach inzynieryjnych
o budownictwo - wytrzymatosé konstrukcii
o lotnictwo — wytrzymatos¢ konstrukcii
o elektronika - analiza obwoddw elekirycznych

. matematyka
o numeryczne wyznaczanie rozwigzan réwnan rézniczkowych
o symulacyjne wyznaczanie dystrybuant funkcji, ktére nie dajqg sie catkowac (np. rozktadu normalnego)

. komputerowe gry symulacyjne



Iteracja

— (tac. iteratio - powtarzanie) - czynnoS¢ powtarzania (najczescie)
wielokrotnego) tej samej instrukcji (albo wielu instrukcji) w petli.

— powtarzanie pewnej wzorcowej czynnosci lub procesu celem otrzymania
kolejnego przyblizenia (wielokrotne stosowanie jakiegos  procesu
numerycznego po to, aby stopniowo ulepszac wczesniejsze wyniki)

38



Metoda Monte Carlo (MC)

— Jest stosowana do modelowania
matematycznego procesow zbyt
ztozonych (obliczania catek,
tancuchdw procesdow statystycznych),
aby mozna byto przewidziec¢ ich wyniki
Za pomocg podejscia analitycznego.

Istotng role w metodzie MC odgrywa
losowanie wielkosci charakteryzujgcych
proces, przy czym losowanie
dokonywane jest zgodnie z rozkiadem,
ktory musi byc znany.

Stanistaw Ulam

34



Metoda Monte Carlo (MC)

MARIUSZ
Urbanek

N ‘ . l °
Genialni
LWOWSKA SZKOLA
MATEMATYCZNA

188
Mariusz Urbanck

Kiedy przyjaciel zaproponowat Ulamowi partie szachéw, uczony bat
si¢, ze nie bedzie pamigtal zasad gry. A kiedy wygral, zaczat podej-
rzewac, ze moze partner specjalnie zagral ponizej mozliwosci, chcac
da¢ mu wygra¢. Kiedy amerykanskie Towarzystwo Matematyczne
zaméwito u niego wspomnienie o Banachu, mial watpliwosci, czy
tekst bedzie wystarczajgco dobry. ,Pisanie o czyjej$ $mierci zaraz po
tym, jak samemu ledwie uszlo si¢ z zyciem, wydawato mi sie maka-
bryczne” - wspominal. Powoli przekonywat sie jednak, ze choroba

nie dokonala trwalych zmian w jego psychice.|A ukladajgc w trakcie

rekonwalescenciji pasjanse, wpadt na tzw. metode Monte Carlo, po-
zwalajacg uzyskiwa¢ prawidlowe wyniki obliczeri na podstawie wie-
lu prébek losowych. Metoda okazata si¢ niezastapiona w sytuacjach,
gdy nie ma czasu na precyzyjne obliczenia, a szybkos¢ otrzymania
wiarygodnego, cho¢ tylko przyblizonego wyniku, jest wazniejsza
od stuprocentowej dokladnosci.

- Nazwalem jg tak, bo chodzito o przypadek - jak wygrana w ka-
synie Monte Carlo - ttumaczyl Ulam.

W kwietniu 1946 roku dostat zaproszenie na konferencie nanka-

339



Metoda Monte Carlo (MC)

Doktadnosc¢ i poprawnos¢ metody Monte Carlo

« Doktadnos¢ wyniku uzyskanego tg metodg jest
zalezna od liczby sprawdzen i jakosci uzytego
generatora liczb pseudolosowych. Zwiekszanie liczby
prob nie zawsze zwieksza doktadnosc wyniku.

« Poprawnos¢c metody Monte Carlo w przypadku
liczenia pdl lub catek mozna udowodnic stosujgc
twierdzenie Picka (lub jego wielowymiarowe
uogolnienia).

36



Metoda Monte Carlo (MC) - cd.

Przykiad
Metodg Monte Carlo mozna obliczy¢ pole figury zdefiniowanej nierdwnosciq:
x% 4+ y* < R?

czyli kota o promieniu R i sSrodku w punkcie (0,0).

1. Losuje sie n punktdw z opisanego na tym kole kwadratu — dla kota
O R = 1 wspodtrzedne wierzchotkow: (-1,-1), (-1,1), (1,1), (1.-1).

2. Po wylosowaniu kazdego z tych punktow trzeba sprawdzic, czy jego
wspotrzedne spetniajg powyzszg nierdownosc (tj. czy punkt nalezy do
kota).

Wynikiem losowania jest informacja, ze z n wszystkich prob k byto trafionych,
zatem pole kota wynosi

Prota = Prwadratu * E
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Przykiad - cd.

Metoda Monte Carlo (MC) - cd.
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Przykiad - cd.

Metoda Monte Carlo (MC) - cd.

=~

Prota = Prwadratu E
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Ocena ryzyka na podstawie symulacji
komputerowej

Wady:

koniecznosc¢ uzycia specjalistycznego oprogramowania

wysoki stopien trudnosci przeprowadzenia takich analiz

Lalety:

otrzymanie bardziej wiarygodnych wynikdw analizy

Mozliwosc przeprowadzenia oceny ryzyka przy matej ilosci lub braku
danych wejsciowych

mozliwosc oceny zjawisk, ktdrych symulaciji nie mozna przeprowadzic
w rzeczywistosci (Co by byto gdyby...)

symulacije tzw. scenariuszy (rozne wersje wydarzen)

wykorzystanie metaanalizy (danych opublikowanych przez inne
instytucje, w czasopismach, inne programy badan, roczniki
statystyczne, itd.).
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Whnioski

« /astosowanie howoczesnych technik oceny mimo
swojego skomplikowania jest nieodzowne. Tylko w taki
sposob mozna ustalic wiarygodnosc uzyskanych
wynikow badan.

 Majgc nawet niepetne dane mozna przeprowadzic
wstepng ocene z ustaleniem btedu tej oceny, co
moze stuzyC planowaniu dalszych badan.
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